Wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy

A - dowolna macierz kwadratowa stopnia r.

Wielomianem charakterystycznym tej macierzy nazywamy wielomian W(A) = det(A -Al )
Rownanie W (A)=0 nazywamy réwnaniem charakterystycznym. Pierwiastki tego
rownania to wartosci wlasne lub pierwiastki charakterystyczne tej macierzy.

Niech Ay, ...., Ax - warto$ci wlasne macierzy

A o krotno$ciach a, ...., ax (k<r).

Wiasnos¢:

) suma warto$ci wlasnych (z krotnosciami) jest rowna sladowi macierzy.

D) Macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy zero jest jej warto$cig wlasna (bo

wyznacznik macierzy jest rowny iloczynowi wartosci wiasnych).
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Wektory wlasne
Wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajagcym wartosci wlasnej A nazywamy niezerowy
wektor v spetniajacy warunek (wektor kolumnowy)

Av =Av

Macierze A, B sg podobne, jesli istnieje nicosobliwa macierz C, taka, ze B=C'AC.

Wlasnosci

- Macierze podobne majg taki sam wielomian charakterystyczny (zatem majg takie same
wartosci wlasne),

- Jesli macierz A stopnia n ma n r6znych wartosci wlasnych a,,a,,.....,a,, to macierz A jest

podobna do macierzy diagonalnej



Twierdzenie (Hamiltona-Cayleya)
Macierz jest pierwiastkiem jego wielomianu charakterystycznego.

Wektor v eV jest wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajagcym wartosci wlasnej a wtedy
12 0
v

i tylko wtedy, gdy (A—al ) 2= , gdzie v,,v,,.....,v, to wspotrzedne wektora v.

v, 0
Przyklad
Wyznaczymy wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy A
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Wielomian charakterystyczny tej macierzy

detf 0 —-1-x 0 |=—(1+x)(1-x)2-x)
0 0 2—x
Zatem macierz A ma wartosci wlasne 1, -1 1 2.

Wyznaczymy wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wiasnej 1.

1-1 1 0 (v 0 v, =0
0 -1-1 0 |v,[=]|0],stad {—2v, =0 wigc wektorem wlasnym jest np. (1, 0, 0)".
0 0 2-1]v, 0 v, =0

Wyznaczymy wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wilasnej -1.

1+1 1 0 |v 0 2v,+v, =0
0 —-1+1 0 |v,|=|0|,stad {0=0 wiec wektorem wlasnym jest np. (1, -2, 0)".
0 0  2+1]v, 0 3v; =0

Wyznaczymy wektor wlasny odpowiadajgcy wartosci wiasnej 2.



1-2 1 0 | 0 -v,+v,=0
0 -1-2 0 |v,|=|0],stad {-3v,=0  wigc wektorem wlasnym jest np. (0, O, .

0 0 2-2|v, 0 0=0
Zauwazmy, ze otrzymali§my rozne warto$ci wlasne 1 odpowiadajace im wektory wiasne.

Twierdzenie (Jordana)
Dla dowolnej macierzy A stopnia n, istnieje macierz do niej podobna, ktora ma posta¢ zwang

kanoniczng postacia Jordana
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gdzie
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0 A 0
K, =
e 1 w szczegolnosci moze byé K, = [ﬂv,-]
0 0 0 A

A, jest warto$cia wlasna, wystepujaca tyle razy ile wynosi jej krotno$¢ jako pierwiastka

wielomianu charakterystycznego.

Macierze K; to klatki Jordana. Jednej warto$ci wlasnej moze odpowiadaé wigcej niz jedna
klatka Jordana.

Dla danej macierzy A zachodzi réwnos¢

J=B"'A4B .

dla pewnej nieosobliwej macierzy B.
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